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Préambule 

 

Ce document est destiné à accompagner un cours. Il ne doit pas être lus comme une présentation 
exhaustive de la théorie de l’échantillonnage.  

 

Les développements s’appuient sur l’ouvrage de Frontier (1983), lui même largement inspiré de 
l’ouvrage plus théorique de Cochran (1977).  
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1. Généralités 

Objectifs de l’échantillonnage 

Exemples introductifs  

On rencontre l’échantillonnage dans toutes les disciplines et dans des situations très diverses 
(économie, sociologie (sondage par échantillonnage), médecine, agronomie, et bien sûr en 
halieutique.  

Exemple 

« Il n’est pas nécessaire (possible ?) de mesurer tous les poissons pour en connaître la taille moyenne dans la 
population »  

Mais : 1) Plus on échantillonne, plus on apprend sur la population 

  2) Si on ne mesure qu’une partie des poissons, notre résultat sera une extrapolation et sera donc 
entouré d’incertitudes.  

  3) L’honnêteté scientifique (mais pas seulement) demande a minima de faire état de cette incertitude. Il 
faut se donner des règles précises qui décrivent cette incertitude.    

 

Exemple : Sondage en politique 

Population = Population française ; échantillon = 1000 personnes ; variable = intentions de vote en mai 2007. 

Un problème statistique commun 

Au delà de cette diversité de cas d’applications, on rencontre un problème statistique commun : 
Obtenir de l’information sur le « monde réel » (la population statistique, composé d’individus ou 
d’éléments) � Pour cela, on s’appuie sur des mesures, des observations. Idéalement, on voudrait 
tout mesurer, mais c’est impossible (manque de temps, de moyens …) � On s’appuie sur des 
estimations réalisées à partir de mesures issues d’un échantillon (= une partie (plus ou moins 
grande) de la population statistique).  

Statistiques descriptives

Échantillon
(taille n)

Population 
(taille finie N ou infinie)

Estimations

Inférences
Propriétés de la population ?

Propriétés de l’échantillon ?

Propriétés théoriques 
de l’estimateur

Estimateur

Statistiques descriptives

Échantillon
(taille n)

Population 
(taille finie N ou infinie)

Estimations

Inférences
Propriétés de la population ?

Propriétés de l’échantillon ?

Propriétés théoriques 
de l’estimateur

Estimateur

 

Fig. 1.    -   Démarche générale d’une problématique d’échantillonnage 
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Exemple : Halieutique (une typologie arbitraire) 

En halieutique, on manipule de nombreuses données. On rencontre des problématiques d’échantillonnage 
dans de très nombreuses situations. Dans toutes les situations, il faudra définir : 1) La population statistique ; 2) 
L’individu statistique ; 3) La variable d’intérêt.  

• Etude biologique 

 Taille des juvéniles de saumons dans le Scorff (Morbihan) en 2000 ? 

 Population = tous les juvéniles du Scorff en 2000 et leur taille notée X 

 Individus = chaque poisson i  

 Variable (mesurée sur chaque individu) = taille xi 

• Etude écologique 

 Etude de la richesse spécifique dans un cours d’eau ? 

 Population = Le cours d’eau, divisé en tronçons 

 Individus = Les tronçons 

 Variable = Richesse spécifique, densité spécifique (dans chaque tronçon) 

• Suivi d’une pêcherie (captures, activité de pêche) 

 Etude de l’effort, des captures spécifiques dans une pêcherie 

 Population = Activité de pêche des bateaux de la pêcherie 

 Individus = Marées (bateau x jours de pêche x zone) 

 Variables = Effort, captures spécifiques … 

Statistiques descriptives vs statistiques inférenti elles 

Statistiques descriptives 

On peut se contenter de statistiques descriptives à partir de l’échantillon.  

Objectifs des statistiques descriptives = Description, synthèse des données. On cherche à 
caractériser une collection de données par des indicateurs qui visent à résumer l’information 
contenue dans la collection (les indicateurs sont choisis en fonction d’un objectif: moyenne, min, 
max, variance, écart type …). On peut aussi utiliser des représentations graphiques (boxplot, 
histogrammes …).  

Exemple  

Peut-on conclure que la taille moyenne des juvéniles de saumons dans le Scorff est égale à la moyenne des 
tailles d’un échantillon de 10 poissons ?  

Statistiques inférentielles 

Les statistiques descriptives sont généralement insuffisantes car elles décrivent une collection de 
données sans référence à une population plus vaste dont cette collection est issue. On assimile 
directement l’échantillon à la population.  

On ne peut pas se limiter à cette assimilation directe sans prendre de précautions. Le fait de faire 
des inférences à partir d’un échantillon est une source d‘incertitude dans les conclusions, les 
diagnostics issus de l’étude. Et il faut rappeler que l’incertitude est une source de risque dans les 
décisions que l’on est amené à prendre le cas échéant.  
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Définition (interprétée) 

L’inférence statistique (ou la statistique inférentielle) consiste à induire les caractéristiques 
inconnues d’une population à partir d’un échantillon connu (mesuré) issu de cette population. Les 
caractéristiques de l’échantillon reflètent celle de la population avec une certaine marge d’erreur 
qu’il est nécessaire de quantifier pour « ne pas dire de bêtises » et « ne pas travailler pour rien ».  

Réponses apportées par la statistique inférentielle  

1.  Comment réaliser une estimation et comment quantifier la « qualité », la « fiabilité » de cette 
estimation (bais, incertitude …) et/ou du diagnostic qui en sera issu (notion de risque).  

2.  Comment optimiser le plan d’échantillonnage pour répondre aux objectifs de l’étude : 

 i) L’échantillonnage permet t’il d’atteindre la précision requise pour répondre à la question ? ;  

 ii) Echantillonner a un coût – Quel coût faut il envisager pour obtenir une précision particulière ? 
Comment, pour un même coût, optimiser la stratégie d’éch. pour répondre le mieux possible à la 
question ?  

Se placer dans un cadre théorique statistique 

Ces questions ne trouvent pas de réponses déterministes, mais probabilistes. On se place dans un 
cadre théorique = la théorie statistique, pour quantifier les incertitudes et quantifier les risques de se 
tromper.  

« Nous dirons volontiers que les probabilités sont une mesure de l’ignorance 
humaine, et que la statistique tient lieu de science aux ignorants que nous 
sommes » (E. Halphen). 

 

« L’aléatoire n’est en aucune façon une propriété u nivoquement 
définie, ni même définissable, du phénomène lui-mêm e. Mais 
uniquement une caractéristique du ou des modèles qu e nous 
choisissons pour le décrire, l’interpréter et résou dre tel ou tel problème 
que nous nous posons à son sujet »  

Matheron, G. (1988)  

Estimating and choosing. An essay on probability in  practice  

Springer-Verlag  

 

La théorie de l’échantillonnage est une partie des statistiques (néanmoins fondamentale) qui 
s’intéresse à une seule source d’incertitude = l’incertitude due à l’échantillonnage.   
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2. Statistiques descriptives (rappels) 

Echantillon (ou collection de données) 

Définition 

Ici, on considèrera un échantillon comme une collection de données quantitatives, homogènes 
dans le sens où elles se réfèrent à une même variable et ne sont pas groupées en sous 
ensembles. Un échantillon de taille n ),...,( 1 nxx est composé de n éléments ix .  

Indicateurs de tendance centrale 

Différents indicateurs permettent de caractériser (synthétiser) l’échantillon.  

Moyenne 

∑
=

=
n

1i
ix

n

1
x

 

Propriété fondamentale : 0)(
1

=−∑
=

n

i
i xx  

La moyenne est très sensible aux valeurs extrêmes 

Médiane 

La médiane de l’échantillon est l’élément mx  tel que si l’on range les ix  dans l’ordre croissant, 50% 

des ix  sont mx≤  et 50% sont mx≥   

La médiane peut être sensiblement différente de la moyenne si la dispersion est fortement 
dissymétrique. Elle est moins sensible aux valeurs extrêmes que la moyenne.  

Indicateurs de dispersion 

Etendue 

minmax xx −
 

Variance empirique 

∑
=

−=
n

1i
i )²xx(

n

1
²s  

Calcul fondamental de la somme des carrés des écarts à la moyenne :  

∑∑
==

−=−=
n

1i
i

n

1i
i ²x²x

n

1
)²xx(

n

1
²s  

Interprétation intuitive de la variance : la variance peut s’écrire en fonction de la somme des 
différences des données entres – elles : 
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∑∑
==

−=
n

1i
ji

n

1j

)²xx(
²n

1
²s2  

Relation moyenne et variance :  La moyenne x  est la quantité qui représente au mieux l’échantillon 
en ce sens que c’est par rapport à elle que la dispersion de l’échantillon est la plus petite. C’est en 
effet la quantité u qui minimise  

∑
=

−
n

1i
i )²ux(  

Ecart type 

²ss =  

L’écart-type est une mesure de la dispersion des données qui est dans la même unité que les 
données (ce qui n’est pas le cas de la variance).  

Coefficient de variation 

x

s
CV =  

C’est une mesure de la dispersion relative (écart type exprime en % de la moyenne). Il permet de 
comparer la dispersion de quantités ayant des moyennes différentes.  

Quantile 

Le quantile de niveau α, αq  est l’élément de la collection )x,...,x( n1  tel que αα =≤ )qx(P i  

(c’est-à-dire qu’il y a α% des éléments dans la collection qui sont inférieurs ou égaux à αq ). On 

donne souvent les quartiles qui sont les quantiles 25% et 75% ; Le quantile 50% est la médiane.  

Exemple 

100 120 140 160

Box-plot des tailles

  

Histogramme des tailles

ech

D
en

si
ty

100 120 140 160

0.
00

0.
04

0.
08

 

Fig. 2.   -   Boxplot et histogramme de la distribution des tailles des juvéniles de saumons. Echantillon de 100 
juvéniles de saumons capturés dans le Scorff (Morbihan).  

moyenne = 125, médiane = 121, variance = 697, écart type = 26, étendue = 83, coefficient de variation = 0.21 

Données centrées-réduites 

)z,...,z( n1  est la collection de données centrée réduite obtenue à partir de la collection 

)x,...,x( n1  : 

)x(s

xx
z i

i

−=  

Propriétés :  0z =  ;  1)z(s =  

Intérêt : Le centrage-réduction permet de comparer, en terme de dispersion relative, des séries qui 
ne sont pas dans la même échelle (exemple : des g avec des kg). 
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3. Echantillonnage, distribution et variance d’écha nt. 

 Cette partie du cours est fondamentale.  

Généralités 

Définition 

Un échantillon est une collection de n éléments ),...,( 1 nxx  tirés dans une population mère (de 

taille N>n) de façon aléatoire ou selon un processus de choix raisonné (ces notions seront définies 
et discutées plus loin). Il est destiné à induire des propriétés de la population mère dont il est issu. 
La taille de l’échantillon (n) (ou le rapport n/N) définissent l’effort d’échantillonnage. D’une manière 
générale, plus l’effort d’échantillonnage est important, plus la fiabilité des résultats est grande.  

Notations et hypothèses 

On note X la V.A qui caractérise la grandeur (variable) que l’on mesure dans la population mère. 

iX est la valeur de la V.A pour l’individu i de la population. Au sein de la population statistique mère, 

la variable aléatoire X est supposée distribuée selon une distribution de probabilité )(θXL  de 

paramètres θ inconnus (typiquement, les paramètres de la distribution de probabilité sont sa 
moyenne, µ et sa variance σ²).  

)(~ θX

iid

i LX   ²)X(V,)X(E ii σµ ==  

Remarques 

1.  )(LX θ  est une loi quelconque ; Aucune hypothèse de normalité ; La seule hypothèse 

nécessaire est que la moyenne et la variance de X existent.  

2.  La population mère est soit de taille finie (N = taille de la population), soit de taille infinie.  

Objectifs de l’estimation par échantillonnage 

A partir d’un échantillon de taille n<N, on souhaite :  

1.  Estimer les grandeurs caractéristiques de la population, typiquement l’espérance µ (la moyenne) 
et la variance σ².  

2.  Qualifier et quantifier la « qualité » de cette estimation : quel est l’écart entre cette estimation et 
la vraie valeur du paramètre ? Comment cet écart est-il susceptible de varier (on espère diminuer) 
avec la taille de l’échantillon n ?  

Puisque l’échantillonnage est affaire de probabilité, ces questions ne trouvent pas de réponse 
déterministe mais probabiliste. 

Exemple 

La moyenne de l’échantillon est-elle une bonne approximation de la moyenne de la population ?  

La variance de la population est elle une bonne approximation de la variance de la population mère ? 
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Estimation à partir d’un échantillon réalisé 

L’échantillon est réalisé lorsque les V.A. Xi, i=1,…,n sont réalisées, c’est-à-dire que l’on connaît 
leurs valeurs notées )x,...,x( n1 .  

Un des objectif de l’échantillonnage est de fournir une estimation du paramètre θ de la loi de 
distribution de la variable X dans la population mère (typiquement θ  = l’espérance µ ou la variance 
σ²) à partir de cette réalisation de l’échantillon. Pour cela, on construit une estimation = une fonction 
mathématique des données de l’échantillon, notée ),...,( 1 nn xxT , qui mesure une caractéristique de 

la population. On calcule la valeur de cette fonction  pour l’échantillon (de taille n). C’est l’estimation 

)x,...,x(Tˆ
n1n=θ .  

Exemples 

 

Estimation de la moyenne µ  

  T est la fonction moyenne :   µ̂1
),...,(

1
1 === ∑

=
xx

n
xxT

n

i
inn  

Estimation de la variance ²σ  

  T est la fonction variance empirique : ²ˆ²)²(
1

),...,(
1

1 σ==−= ∑
=

sxx
n

xxT
n

i
inn  

Estimateur et Distribution d’échantillonnage 

 Comprendre les différences entre les notions d’estimation et d’estimateur, et la notion de 
distribution d’échantillonnage d’un estimateur sont certainement les étapes les plus délicates de ce 
cours.  

Variabilité de l’échantillonnage 

Un échantillon unique est obtenu « par chance ». Donc i) l’estimation calculée à partir d’un 
échantillon a de très faibles chances de fournir exactement la bonne valeur du paramètre à estimer ; 
ii) 2 échantillons différents donneront presque sûrement deux estimations différentes du paramètre θ  
(sauf dans les cas particuliers où la population est parfaitement homogène, dans le cas d’un 
échantillon exhaustif, ou par chance).  

L’échantillonnage est donc une source d’incertitude dans l’estimation des paramètres de la 
population. C’est ce phénomène très simple et intuitif qui est à l’origine de l’essentiel de la 
statistique inférentielle (IC, test …).  

On ne peut donc pas juger de la qualité d’une estimation en raisonnant seulement à partir de 
l’échantillon unique dont on dispose. Idéalement, il faudrait pouvoir répéter l’échantillon un grand 
nombre de fois, et étudier comment l’estimation varie. Mais cela est impossible dans la pratique.  

Pour pallier à cela, on propose d’étudier les propriétés « théoriques » d’un estimateur. C’est l’objet 
de l’étude de la distribution d’échantillonnage. La notion d’estimateur et de distribution 
d’échantillonnage fait référence à ce que pourrait être un échantillon si on renouvelait 
l’échantillonnage un grand nombre de fois. L’objectif est de qualifier/quantifier le comportement d’un 
estimateur en imaginant que l’on peut répéter l’échantillonnage un grand nombre de fois (cela 
revient en quelque sorte à anticiper sur les valeurs que pourrait prendre un estimateur).  
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On s’intéresse donc aux questions fondamentales suivantes. En moyenne (c’est-à-dire si l’on répète 
l’échantillonnage un très grand nombre de fois) :  

 - l’estimation θ̂  sera elle très différente de la vraie valeur de θ (notion de biais) ? 

 - quelle sera la variabilité des estimations θ̂  (notion d’efficacité) ? 

- comment ces caractéristiques varient-elles avec n (la taille de l’échantillon) ? 

Exemple 

Population 
(taille finie N ou infinie)

Échantillon 1

Échantillon 2

Échantillon 3

…

p = Prop(     ) = 3/4

1p̂ =

4/3p̂ =

2/1p̂ =

Échantillon : n r, nb

Estimateur de p   =    « fonction »
trianglesronds

ronds

nn

n

+

Estimation  =  une valeur de l’estimateur calculée p our un 
échantillon particulier

Population 
(taille finie N ou infinie)

Échantillon 1

Échantillon 2

Échantillon 3

…

p = Prop(     ) = 3/4

1p̂ =

4/3p̂ =

2/1p̂ =

Échantillon : n r, nb

Estimateur de p   =    « fonction »
trianglesronds

ronds

nn

n

+

Estimation  =  une valeur de l’estimateur calculée p our un 
échantillon particulier

 

 

Fig. 7.  L’échantillonnage est une source d’incertitude dans les estimations. Exemple de l’estimation d’une 
proportion à partir d’un échantillon de taille 4. 

Estimateur 

Définition 

Soit X la V.A. qui mesure la grandeur d’intérêt au sein de la population statistique mère. On 

considère que les iX , i=1,…,n ne sont pas réalisées. Dans ce cas, l’échantillon est encore 

considéré comme une collection de V.A. On suppose que les iX  sont i.i.d distribués selon la loi 

)(LX θ  de paramètres θ  inconnus (on rappelle que la loi )(LX θ est de forme quelconque).  

Un estimateur )X,...,X(T n1n  pour le paramètre θ est une fonction mathématique des V.A. iX , 

qui mesure une caractéristique (un paramètre) de la distribution de probabilité XL  dans la 

population statistique mère.  

L’estimateur )X,...,X(T n1n  est une fonction de V.A., c’est donc aussi une V.A. L’estimation 

)x,...,x(Tˆ
n1n=θ  est une réalisation de la variable aléatoire Tn = la valeur que prend un 

estimateur pour un échantillon particulier.  
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Exemple 

Estimateur moyenne :    ∑
=

==
n

1i
in1n X

n

1
X)X,...,X(T  

Estimateur variance empirique :   ( )
2n

1i
i

2
n1n XX

n

1
S)X,...,X(T ∑

=

−==  

Distribution d’échantillonnage, variance de l’estim ateur 

Définition 

La distribution d’échantillonnage de l’estimateur )X,...,X(T n1n , est la distribution de probabilité 

de l’estimateur, notée 
nTL , lorsque la variable X est distribuée dans la population mère selon la 

distribution de probabilité XL .  

La distribution d’échantillonnage de l’estimateur traduit (et formalise) la variabilité de la valeur que 
prendra l’estimateur si on répète l’échantillon (variabilité de l’estimation) un grand nombre de fois.  

La distribution d’échantillonnage est notamment caractérisée par son espérance )T(E n  et sa 

variance )T(V n , qui est la variance de l’estimateur. Typiquement, d’un échantillon à l’autre, la 

valeur de l’estimation fluctue autour de son espérance )T(E n , selon une amplitude qui dépend de 

la variance )T(V n .  

Exemple 

Distribution d'échantillonnage de la proportion
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Fig. 8.   Distribution d’échantillonnage de l’estimateur de la proportion.  
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Fig. 9.   Distribution d’échantillonnage de la moyenne de la taille des juvéniles de saumons dans le Scorff. 

Remarques 

1.  La distribution d’échantillonnage n’a rien à voir avec la distribution des données au sein d’un 
échantillon. )( nTV  n’a rien à voir avec la variance de l’échantillon.  

2.  La distribution d’échantillonnage (et notamment son espérance )( nTE  et sa variance )( nTV ) 

dépend notamment :  

 - de la fonction T ; 

 - de la distribution XL  des iX  dans la population statistique ; 

- de la taille de l’échantillon n (et éventuellement de la fraction échantillonnée n/N) ; 

- (aussi de la stratégie d’échantillonnage mais on oublie cet aspect ici).  

Si on connaît tous ces éléments ou certains d’entres eux (typiquement, la forme de la loi LX est 
rarement connue), la théorie des probabilités permet généralement de donner la forme de la 
distribution d’échantillonnage, ou au moins de l’approcher. Dans la pratique, on ne connaît pas la loi 

XL . Mais on dispose d’un échantillon qui permet d’estimer cette loi. On pourra donc aussi donner 

une estimation de la distribution d’échantillonnage (notamment une estimation de l’espérance et de 
la variance d’échantillonnage).  

Propriétés d’un estimateur 

Biais (anglais : bias, accuracy) 

θ−= )()( nn TETBiais  

nT  est un estimateur non biaisé de θ  ssi θ=)T(E n . Un estimateur non biaisé est un estimateur 

qui donne « en moyenne » la bonne valeur du paramètre. C’est une bonne propriété. 

Le biais peut dépendre de la taille de l’échantillon n. nT  est un estimateur asymptotiquement sans 

biais ssi 0)T(Biais
nn  → +∞→   

Convergence 

nT  est un estimateur convergent ssi 0)T(P,0
nn  →>−>∀ +∞→εθε   
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En d’autres termes, nT  est un estimateur convergent de θ si la probabilité que nT  donne une valeur 

différente de θ  tend vers 0 quand n grandit.  

Remarque : la convergence concerne nT  alors que la notion de biais concerne )( nTE . La 

convergence est donc une notion plus forte que l’absence de biais.  

Efficacité, Variance de l’estimateur 

Un estimateur efficace est un estimateur dont la variance de la distribution d’échantillonnage )( nTV  

est faible (Rq : on parle souvent de faible variance d’estimation).  

Il existe des estimateurs plus efficaces que d’autres pour le même paramètre θ. On recherchera de 
préférence l’estimateur de « variance minimale ».  

La variance de l’estimateur )( nTV  dépend de la taille de l’échantillon. La vitesse de convergence 

d’un estimateur décrit la façon dont )( nTV  décroît lorsque la taille de l’échantillon augmente.  

Consistance 

Un estimateur consistant est un estimateur asymptotiquement efficace et sans biais (dont la 
variance d’estimation et le biais tendent vers 0 quand la taille de l’échantillon augmente).  

Précision (anglais : precision) 

La précision d’un estimateur nT  de θ se mesure par l’erreur quadratique moyenne EQM, qui est une 

combinaison du biais et de la variance de l’estimateur :  

( )( ) ²)(² BiaisTVarTEEQM nn +=−= θ  

Un estimateur consistant est donc caractérisé par 0 → +∞→n
EQM  
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  Bilan 

 

1.  Inférences par échantillonnage 

Consiste à induire les propriétés de la population mère à partir d’un échantillon issu de cette 
population mère. Les conclusions doivent s’accompagner d’une mesure de leur incertitude. C’est la 
théorie statistique de l’échantillonnage qui permet de quantifier cette incertitude.  

 

2.  Estimation / estimateur 

Une estimation est la valeur que prend un estimateur pour un échantillon réalisé particulier. Un 
estimateur est une variable aléatoire dont la loi est la distribution d’échantillonnage.  

 

3.  Distribution d’échantillonnage 

Représente la variabilité de l’estimation lorsqu’on répète un grand nombre de fois l’échantillonnage. 
La distribution d’échantillonnage n’a rien à voir avec la distribution de la variable d’intérêt dans 
l’échantillon. 

 

4.  Propriétés d’un estimateur  

- Biais (sans biais si E(Tn) = θ) 

- Efficacité (efficace si V(Tn) faible) 

- Consistance (asymptotiquement, Biais � 0 et V(Tn) � 0) 

 

5.  Rôle central de la distribution d’échantillonna ge - vers le TCL 

La distribution d’échantillonnage est donc centrale pour la variance des estimateurs et pour définir 
les IC. La théorie statistique de l’échantillonnage permet de qualifier la distribution d’échantillonnage 
des estimateurs.  

Le Théorème Central Limite et la loi Normale jouent un rôle de colonne vertébrale dans cette 
théorie.  
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4. Distributions de probabilités usuelles 

Loi Normale 

Fig. 3. Loi Normale        -5 0 5
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Paramètres 

Moyenne = µ 

Variance = σ² 

Mode = µ 

Symétrique 

Une loi Normale N(µ,σ²) est symétrique (mode = moyenne) autour de l’espérance µ. Pour une loi 
Normale centrée (µ=0), les quantiles sont symétriques : donc )1(u)(u αα −−= .  

Quantiles usuels d’une loi N(0,1) (Cf. tables de quantiles en annexe) 

u(0.975) = 1.96   ;   u(0.95) = 1.64   ;   u(0.90)=1.28 

Intérêt 

Théorème Limite Central. Une des pierres angulaires de la statistique.  
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Loi de Student (centrée-réduite) 

Fig. 4 . Loi de Student        -10 -5 0 5 10
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Paramètres 

Nombre de degrés de liberté ν.  

Un nombre de degré de liberté faible (1,2,3 …) correspond à une loi dont les queues de distribution 
sont plus lourdes qu’une loi normale. Les queues de distribution se rapprochent de celles d’une loi 
normale quand le nombre de degré de liberté augmente.  

Définition théorique 

Une loi de Student à ν degrés de liberté est la loi d’une V.A. définie comme le rapport d’une loi 
Normale et de la racine carrée d’un Chi²  à ν degrés de liberté :   

νν
Student~

W

Z
    où  )1,0(N~Z   et   νχ²~W  

Convergence vers une loi normale 

Une loi de Student à ν degrés de liberté tend vers une loi Normale quand ν devient grand. En 
pratique, cette approximation peut être considérée comme vraie pour ν > 30.  

Symétrique 

Une loi de Student est symétrique. Comme pour une loi Normale, les quantiles d’une loi de Student 
sont symétriques, donc )1(t)(t αα νν −−= . 

Quantiles 95% (Cf. table de quantiles en annexe) 

tν = 1(0.975) = 12.7 ; tν = 2(0.975) = 4.3 ; tν = 10(0.975) = 2.22 ; tν = 30(0.975) = 2.04 ; tν = 100(0.975) = 1.98 

Intérêt 

Loi des statistiques de test de comparaison de moyenne et de nullité des coefficients des modèles 
linéaires. Permet de construire des intervalles de confiance.  
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Loi du Chi² ( χχχχ²νννν) 

Fig. 5. Loi du Chi²        0 5 10 15 20
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Paramètres 

Nombre de degrés de liberté ν.  

E(χ²ν)  = ν   ;  V(χ²ν)  = 2.ν   ;  Mode = ν - 2  (pour ν > 2) 

Définition théorique 

Une loi du Chi²  à ν degrés de liberté est définie comme la loi de la somme de ν variables aléatoires 
indépendantes et de même loi N(0,1) au carré :  

ν

ν

χχ ²~
1

2∑
=

=
i

iX      ssi   )1,0(~ NX
iid

i  

Caractéristiques 

La loi du χ²ν prend des valeurs positives.  

Plus le nombre de degrés de liberté est important, plus la loi du χ²ν  prend des valeurs importantes.  

Plus le nombre de degrés de liberté est important, plus la loi du χ²ν est dispersée.  

Symétrie 

Une loi du χ²ν est non symétrique (queue de distribution plus lourde vers les fortes valeurs). Plus le 
nombre de degré de liberté est important, plus elle devient symétrique. 

Quantiles (Cf. Annexe) 

Intérêt 

Loi des statistiques de test de rapport de vraisemblance.  

Loi des statistiques de tests d’écart entre une distribution observée et une distribution théorique.  
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Loi de Fisher (F νννν1, νννν2) 

Fig. 6. Loi de Fisher        
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Paramètres 

Nombres de degrés de liberté ν1 et ν2.  

Définition théorique 

Une loi de Fisher à (ν1,ν2) degrés de liberté est la loi de la V.A. définie comme le rapport de deux 
Chi²  indépendants à ν1 et ν2 degrés de liberté.  

2,1
22

11 ~ νννχ
νχ

FF =      ssi    11 ²~ νχχ  et 22 ²~ νχχ   et  21,χχ  indépendants 

Caractéristiques 

Une loi de Fisher prend des valeurs positives. 

Quantiles (Cf. Annexe) 

Intérêt 

Loi des statistiques de test de Fisher (tests de modèles emboîtés) de significativité des effets dans 
les modèles linéaires.  

 

 

 

 

 

 

 



 25

Remarque pratique : comment visualiser une distribu tion de 
probabilité sous R ? 

 

> windows() 

> curve(dnorm(x,mean=0,sd=1), from=-10, to=10, n=100, col="red") 

> curve(dnorm(x,mean=-2,sd=2), from=-10, to=10, n=100, col="blue", add=TRUE) 

> curve(dpois(x,lambda=2), from=0, to=10, n=11, add=TRUE, type = "h", lwd=2, col="black") 
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5. Distribution d’échant. de la moyenne et de la va riance 

Nota 

Dans toute cette partie, sauf lorsque c’est précisé, on fait l’hypothèse que les V.A. iX  sont 

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) selon une loi )(L~X X

d.i.i

i θ . Mais on ne fait pas 

d’hypothèse sur la forme de la loi XL . La seule hypothèse nécessaire est que l’espérance et la 

variance sont finies µ=)X(E i , ²)( σ=iXV .  

Notations & rappels 

Somme :  ∑
=

n

i
iX

1

 

Moyenne :  ∑
=

⋅=
n

1i
iX

n

1
X  

Somme des carrés des écarts à la moyenne :      ∑
=

−⋅=
n

1i
i )²XX(

n

1
²S  

Espérance et variance d’une somme/moyenne 

   )X(aE)aX(E =  

   )X(V²a)aX(V =  

   )X(Sda)aX(Sd ⋅=  

Espérance (l’hypothèse d’indépendance n’est pas nécessaire pour établir les relations ci dessous) 

   µ⋅=∑
=

nXE
n

i
i )(

1

 

   µ=)X(E  

Variance d’une somme/moyenne de V.A. indépendantes  

   ²)()(
11

σ⋅==∑∑
==

nXVXV
n

i
i

n

i
i  

   ²
n

1
)X(V σ⋅=  

Remarque : La relation ci-dessus montre bien que la variance de l’estimateur de la moyenne décroît 
« à la vitesse 1/n » quand la taille de l’échantillon (n) augmente. Elle tend donc vers 0 lorsque la 
taille de l’échantillon � + ∞.  
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Estimateur de l’espérance (de la moyenne) d’une V.A . Loi des grands 
nombres et théorème limite central 

Loi forte des grands nombres 

Théorème 

X  est un estimateur convergent de µ=)X(E  

 - sans biais quelque soit la taille de l’échantillon n 

 - asymptotiquement efficace (variance � 0 quand n � +∞) 

Preuve 

C’est une conséquence directe des propriétés précédentes car µ=)X(E  et nXV ²)( σ=   tend 

vers 0 quand n tend vers +∞.  
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Fig. 12.   -   Convergence de l’estimateur de la moyenne. Exemple de l’estimateur de la moyenne de la taille 
(Lf) des juvéniles de saumons (échantillon dans une population de moyenne connue = 100 mm et d’écart type 
connu = 7). 

Théorème Limite Central (variance σσσσ² connue) - Distribution d’échantillonnage de la 
moyenne X  

Théorème 

X  est un estimateur de µ=)X(E  asymptotiquement normalement distribué 
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 )n²V,E(NX
Loi

σµ ==→  

 )1V,0E(N
n

X
Loi

==→−
σ

µ
 

Preuve 

On l’admettra dans le cadre de ce cours. 

 

Exemple 
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Fig. 13.   -   La distribution d’échantillonnage de la moyenne se normalise (le caractère asymptomatique est ici 
approché par 1000 tirages) quand la taille de l’échantillon augmente, quelque soit la distribution de la 
population mère. La variance de la distribution d’échantillonnage tend vers 0.  

Remarques 

1.  La variable X n’a pas besoin d’être Normale. Mais plus la distribution XL  est éloignée d’une loi 

Normale, plus la convergence vers une loi normale est lente. Dans le cas particulier où 

²),(N~X
d.i.i

i σµ , les convergences en loi sont remplacées par des égalités strictes.  

2.  La variance de la distribution d’échantillonnage n²σ  dépend : 
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– de la taille de l’échantillon : plus l’échantillon est grand, plus la variance diminue ; 

– de la variance initiale de la population mère. 

3.  C’est un théorème fondamental qui est à la base de très nombreux développements de la 
statistique inférentielle (tests, intervalles de confiance, …) et qui justifie l’omniprésence de la loi 
Normale dans la théorie statistique fréquentiste.  

Estimateur de la variance d’une V.A. 

Estimateur sans biais de la variance 

Théorème 

Un estimateur sans biais de la variance de la population mère, σ²,  est ²Snb  

 ²S
1n

n
)²XX(

1n

1
²S

n

1i
inb ⋅

−
=−

−
= ∑

=

 

 ²²)S(E nb σ=  

La variance empirique d’un échantillon, ∑
=

−=
n

i
i XX

n
S

1

)²(
1

²  n’est donc pas un estimateur sans 

biais de la variance σ². S² est plus petite que la variance de la vraie population : 

²
n

1n
²)S(E σ⋅−= .  

Preuve 

voir Annexe  

Interprétation intuitive 

Pour estimer la variance, il faudrait calculer l’écart des iX  avec leur vraie moyenne qui est ici 

inconnue. On estime donc ces écarts avec une approximation de la vraie moyenne = la moyenne de 
l’échantillon. Or, la moyenne de l’échantillon est justement la grandeur qui est ajustée le mieux à 
l’échantillon. Son utilisation conduit donc logiquement à sous-estimer la variance.  

Loi de distribution de la somme des carrés des écar ts à la moyenne S² 

Théorème 

A un coefficient multiplicateur prêt, S² et l’estimateur sans biais de la variance Snb² convergent vers 
une loi du Chi² à (n-1) ddl. 

)1n(Loi
²

²

²Sn
−→⋅ χ

σ   

)1n(Loi
nb ²

²

²S)1n(
−→⋅− χ

σ  

 Remarques 

1.  Dans le cas où ²),(N~X
d.i.i

i σµ , la loi est exactement une loi de Chi² : 
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)1(²~
²

²
−

⋅
n

Sn χ
σ

  et  )1(²~
²

²)1(
−

⋅−
n

nbSn χ
σ

 

2.  On retrouve que ²
1

²)( σ⋅−=
n

n
SE  et ²²)( σ⋅=nbSE  car  νχ ν == )²( ddlE .  

  Bilan 

1. Lorsque la taille de l’échantillon n est grande, la distribution d’échantillonnage de l’estimateur de 
la moyenne tend vers une loi Normale. Lorsque n est petit, la distribution est une loi de Student.  

2. Lorsque la taille de l’échantillon n est grande, la distribution d’échantillonnage de l’estimateur de 
la variance tend vers une loi du Chi² à (n-1) degrés de liberté (à un coefficient prêt).  

3. Les intervalles de confiance de la moyenne, du total et de la variance sont directement issus de 
ces distributions d’échantillonnage.   
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6. Intervalles de confiance de la moyenne et de la variance 

Intervalle de confiance au niveau de risque αααα pour un estimateur 

La notion d’ICα est profondément liée à la notion de distribution d’échantillonnage.  

Définition (théorique) 

Un intervalle de confiance au niveau de risque α (ou au niveau de confiance 1-α, typiquement α = 
5%) pour un estimateur nT  du paramètre θ est un intervalle construit à partir de la distribution 

d’échantillonnage 
nTL  pour contenir la vraie valeur du paramètre θ  avec une fréquence (1-α) 

(fréquence calculée sur un grand nombre de répétition du calcul).  

D’un point de vue théorique, un intervalle de confiance est un intervalle dont les bornes sont des 
V.A. construites à partir de la Loi de l’estimateur 

nTL :  

)),(,()()),(,( supinf αθα nnnnn TVTbTETVTb ≤=≤  

Interprétation fréquentiste 

Si on répète l’échantillonnage, la valeur de nT  change à chaque échantillon et les bornes de l’ICα 

changent aussi. Ces bornes sont construites de telle sorte que l’ICα contiendra souvent la vraie 
valeur du paramètre. Mais parfois, un échantillon peut conduire (par mauvaise chance) à ce que ICα 
ne contienne pas cette vraie valeur. Si l’on répète l’échantillonnage un grand nombre de fois, on 
pourra vérifier que dans (1-α)% des cas, l’ICα recouvre la vraie valeur de θ, et qu’il ne la recouvre 
pas dans α% des cas.  

Cette interprétation est valable au sens de la distribution d’échantillonnage, et donc au sens de la 
fréquence limite : si on réitère l’échantillonnage un très grand nombre de fois, les intervalles calculés 
contiendront θ  en moyenne avec une fréquence de (1-α).  

!!  Malheureusement, dans le cas (général) où on ne dispose que d’un échantillon particulier, on 
ne dispose d’aucun moyen de savoir si l’ICα particulier qui en découle contient ou non la vraie 
valeur du paramètre. Finalement, l’interprétation la plus correcte d’un ICα est donc de dire qu’il y a 
α% de chance pour que la vraie valeur ne soit pas incluse dans l’intervalle de confiance.  

Un des rares cas 
qui n’encadre pas 
la vraie valeur du 
paramètre (se 
produit avec une 
probabilité = α)

Vraie valeur du 
paramètre à estimer

La largeur des I.C. et leur centre varie en fonction de l’échantillon tiré

Ech. 1

Ech. 2

Ech. 3

Ech. 4

Ech. 5

Ech. 6

Ech. 7

Un des rares cas 
qui n’encadre pas 
la vraie valeur du 
paramètre (se 
produit avec une 
probabilité = α)

Vraie valeur du 
paramètre à estimer

La largeur des I.C. et leur centre varie en fonction de l’échantillon tiré

Ech. 1

Ech. 2

Ech. 3

Ech. 4

Ech. 5

Ech. 6

Ech. 7
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Fig. 10.    Variabilité d’échantillonnage des intervalles de confiance ICα 

Relation avec )( nTV  

Plus la variance d’échantillonnage )T(V n  est grande, plus la largeur de l’intervalle de confiance est 

grande. Un estimateur efficace (dont la variance d’échantillonnage est faible) donnera un intervalle 
de confiance de faible largeur.  

Niveau de confiance (1-α) (risque de première espèce = α) 

α est le niveau de risqué de première espèce = la probabilité que l’intervalle de confiance ne 
contienne pas la vraie valeur.  

Si la réponse à un test de l’hypothèse Ho est basée sur la présence de la vraie valeur du paramètre 
dans l’IC, alors α est aussi la probabilité de rejeter Ho même si Ho est vraie.  

Typiquement (par convention ou par habitude), α=5%. Plus le niveau de risque est faible, plus l’IC 
sera large (on a donc plus de chance que le vrai paramètre soit dans l’IC). Au cas limite, α=0, 
l’intervalle est de largeur infinie, mais n’est plus du tout informatif. A l’inverse, un niveau de risque 
plus élevé conduira à un IC. plus étroit.  

Estimation d’un IC dans la pratique 

Dans la pratique, on ne dispose que d’un échantillon, dont on se sert pour estimer la variance de 

l’estimateur. On calcule une estimation de l’ICα à partir de l’estimation du paramètre (θ̂ ) et de 

l’estimation de la variance de l’estimateur 
^

)ˆ(θV , calculée à partir de l’échantillon dont on dispose :  

),)ˆ(,ˆ(ˆ),)ˆ(,ˆ(
^

sup

^

inf αθθθαθθ VbVb ≤≤  

Dans la pratique, plus la taille de ’échantillon est petite, plus la variance d’estimation sera grande, et 
plus l’IC. sera large (peu informatif).  

Mais rien ne permet de dire que cet IC contient la vraie valeur du paramètre. L’interprétation 
rigoureuse du niveau de risque est qu’il y a 95% de chances pour que cet intervalle contienne la 
vraie valeur du paramètre.  

Intervalles de confiance pour la moyenne µµµµ 

 Remarque 

Les intervalles de confiance sont directement issus des distributions d’échantillonnage.  

Dans le cas général où la distribution de X dans la population mère, XL , est quelconque, tous les 

IC ci-dessous sont approchés (asymptotiquement vrais = valables pour n grand). Ils deviennent des 
IC exacts lorsque XL  est une loi Normale.   

Cas σσσσ² connu 

I.C. asymptotique de niveau 1-α de la moyenne µ 

[ ]n²)21(uX;n²)21(uX σασα ⋅−+⋅−−  

où )(u α = quantile de niveau α de la loi Normale centré réduite )1,0(N . Pour α=5%, u(1-α/2) = 

+1.96. On retrouve donc la formule usuelle.  
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Preuve 

)1V,0E(N
n²

X
Loi

==→−
σ

µ
 

n²σ  = variance de la distribution d’échantillonnage (vraie valeur, pas d’estimation puisque σ² est 

considéré connu).  

αα
σ

µα −=






 −≤−≤ 1)21(u
n²

X
)2(uP  

( ) ασαµσα −=⋅−≤≤⋅−− 1n²)2(uXn²)21(uXP  

et enfin, on se rappelle que u(α/2) = - u(1-α/2) car la distribution Normale est symétrique. 

Cas σσσσ² inconnu et estimé par nb
2 ²Sˆ =σ  (cas général) 

IC asymptotique de niveau 1-α de la moyenne µ 

[ ]n²S)21(tX;n²S)21(tX nb1nnb1n ⋅−+⋅−− −=−= αα νν  

où )(t 1n αν −=  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à 1n −=ν  ddl, et ²Snb  est 

l’estimateur sans biais de la variance de la population.  

Remarque 

La loi de Student converge vers une loi Normale pour des ddl grands (en pratique n-1 > 30). Pour de 
grands échantillons, on donnera donc une approximation Normale de l’IC.  

Preuve 

On remplace σ² par son estimateur ²Snb  qui suit une loi du Chi²(n-1). Par définition d’une loi de 

Student (rapport d’une loi Normale et d’un Chi²), la loi de référence devient donc une loi de Student 
à (n-1) ddl.  

1nLoi
nb

Student
n²S

X
−→− µ

   avec   ²S
1n

n
²Snb ⋅

−
=   

Et donc ααµα νν −=⋅−≤≤⋅−− −=−= 1)n²S)2(tXn²S)21(tX(P nb1nnb1n  

Comme pour un loi Normale, les quantiles d’une loi de Student sont symétrique, donc 
)2/1(t)2/(t 1n ααν −−=−= . 

Remarque sur la valeur de l’information 

Un IC asymptotique de niveau 1-α = 95% de la moyenne µ est :  

[ ]n²96.1X;n²96.1X σσ ⋅+⋅−  

Cette relation permet de calculer la taille de l’échantillon nécessaire pour avoir une précision 

donnée. La précision se mesure par ½ de la largeur de l’IC : n²96.1écisionPr σ⋅= . Elle 

dépend de la variance initiale de la population mère et de la taille de l’échantillon. On remarque que 
théoriquement, pour diviser par deux la largeur de l’intervalle de confiance (pour un même niveau de 
risque), il faut multiplier n par 4 !  
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Exemple 

IC de la moyenne µ (moyenne de la loi de distribution de la population statistique mère) au niveau de risque 5% 
(valable pour n suffisamment grand) :  

Théorique : [ ]n²uX;n²uX 21n21n σσ αα ⋅+⋅− −−  

Dans la pratique, on remplace toutes les quantités inconnues par leurs estimations issues de l’échantillon. nX  

� moyenne de l’échantillon nnx µ̂=  ; ²σ � variance empirique de l’échantillon ²ˆ nσ . 

Application pratique :  [ ]n²ˆ96.1ˆ;n²ˆ96.1ˆ
nnnn σµσµ ⋅+⋅−  

Au niveau de risque 10%, l’intervalle de confiance est plus réduit (car on accepte plus de risque que l’IC ne 
contienne pas la vraie valeur du paramètre).  

 [ ]n²ˆ28.1ˆ;n²ˆ28.1ˆ
nnnn σµσµ ⋅+⋅−  
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Fig. 11   -   Intervalles de confiance au niveau de risque 5% et 20% calculés à partir d’échantillons de taille n=5 
et n=20, tirés dans une population de taille N=500 juvéniles de saumons d’âge 0+ (moyenne de la taille de la 
cohorte = 100 mm, écart type = 7). 

 

Calcul de l’intervalle de confiance autour de la moyenne de la taille pour un échantillon de n=5 et n=10 
juvéniles de saumons.  

 ech1 = (93.5, 92.1, 109.4, 102.7, 113.5) 

 ech2 = (93.5, 92.1, 109.4, 102.7, 113.5, 98.5, 96.5, 97.6, 94.9, 101.3) 

Estimation de la moyenne et de la variance 

 mean(ech1) = 102.2,  var1 = 88.5 

 mean(ech2) = 100.1,  var2 = 47.4 

Intervalle de confiance au niveau α = 95% (tν=4(0.975) = 2.77  et  tν=9(0.975) = 2.26) 

 ech1   [90.7               ;             113.9] 

 ech2                 [95.1 ; 104.9] 

Intervalle de confiance au niveau α = 80% (tν=4(0.90) = 1.53  et  tν=9(0.90) = 1.38) 

 ech1        [95.8       ;     108.7] 

 ech2                 [97 ; 103] 

Intervalle de confiance pour la variance σσσσ² 

IC asymptotique de niveau 1-α de la variance σ²   








 ⋅
−

⋅

−− )2(²

²Sn
;

)21(²

²Sn

)1n()1n( αχαχ
 

où )(² )1n( αχ −  est le quantile de niveau α d’une loi du Chi² à n-1 ddl.  

Remarque 

La distribution du Chi² n’est pas symétrique, donc l’intervalle de confiance n’est pas symétrique.  

Preuve 

)1n(Loi
²

²

²Sn
−→⋅ χ

σ
  

ααχ
σ

αχ −=






 −≤⋅≤ −− 1)21(²
²

²Sn
)2(²P )1n()1n(  

α
αχ

σ
αχ

−=








 ⋅≤≤
−

⋅

−−

1
)2(²

²Sn
²

)21(²

²Sn
P

)1n()1n(

 

Application à l’IC d’une proportion 

Voir par exemple Pagès (2005), p 33 – 34 
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  Bilan 

1.  Les intervalles de confiance de la moyenne, du total et de la variance sont directement issus de 
ces distributions d’échantillonnage.   

2.  Un IC au niveau de risque α (niveau de confiance 1-α) est un intervalle dont les bornes sont 
calculées à partir de l’échantillon de telle sorte que si l’on répète l’échantillonnage un très grand 
nombre de fois, les intervalles calculés contiendront la vraie valeur du paramètre avec une 
probabilité 1-α (pour un estimateur sans biais).  

3.  Dans la pratique, pour un intervalle de confiance particulier calculé à partir d’un échantillon 
particulier, il n’y a aucun moyen de savoir s’il contient ou non la vraie valeur.   

 Mais d’un point de vue « fréquentiste », il y a une probabilité = α% pour qu’il ne contienne pas la 
vraie valeur du paramètre (et donc (1-α)% qu’il la contienne.  
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7. Bonus 1 - Lien avec l’estimation de paramètres e t 
l’incertitude associée 

Exemple d’un modèle de régression linéaire 

Estimation de la pente d’une régression linéaire à partir d’un échantillon de points :  



 ++⋅=

²)N(0,~ σε
εbXaY

 

Estimation du paramètre 

On dispose d’un échantillon de points ( ) niyx ii ,...,1, = : 

( ) ( )

( )2
1ˆ

xx

yyxx

a
i

n

i

ii

−

−⋅−
=
∑

=  

Incertitude autour de l’estimation du paramètre 

La distribution d’échantillonnage de l’estimateur est une loi de Student à (n-2) ddl : 

2~
ˆ

ˆ
−=

−
n

a

Student
aa

νσ
 

avec 

 

( )

( )∑

∑

=

=

−

−⋅
−

= n

i

i

n

i

ii

a

xx

yy
n

1

2

1

2ˆ
)2(

1

²σ̂  

Intervalles de confiance autour de l’estimation du paramètre 

[ ]²ˆ)21(ˆ;²ˆ)21(ˆ 22 anan tata σασα νν ⋅−+⋅−− −=−=  

où )(2 αν −=nt  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à 2−= nν  ddl, et ²ˆ aσ  est l’estimateur sans 

biais de la variance d’estimation du paramètre.  
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Tests de nullité du paramètre 

Sous H0 : a =0 : 2~
ˆ
ˆ

−=n
a

Student
a

νσ  

La statistique de test  dont on connait la distribution de probabilité sous H0 est la variable 
a

a
t

σ̂
ˆˆ =  

Principe du test :  

- si la valeur calculée pour t̂  (calculée à partir des données disponibles) est crédible par rapport à une loi 

de Student à (n-2) degré de liberté � H0 est jugée crédible 

- si la valeur calculée pour t̂  est peu crédible par rapport à une loi de Student (c’est-à-dire si elle prend 

des valeurs trop extrêmes par rapport à la distribution de probabilité) � H0 sera jugée non crédible et 
sera rejetée 

Le risque de première espèce , α, est la probabilité de rejeter H0 quand H0 est vraie (ici H0 : a=0). C’est donc 

la probabilité, sous l’hypothèse H0, d’obtenir une valeur extrême pour la statistique de test t̂  qui conduirait à 

rejeter H0 à tord. (souvent α=0.05, mais le seuil α est un choix de l’utilisateur) 

La probabilité critique  d’un test quantifie la probabilité de tomber sur une valeur plus extrême que t̂ . Elle est 

à comparer au niveau de risque de première espèce voulu. L’hypothèse H0 est rejetée si p-value < α.  
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Risque de première, seconde espèce, puissance 

 

Décision 
du test

___

0H
0H

Accepter 
H0

Rejeter 
H0

Réalité (inconnue)

Décision 
correcte

Proba. = 1- αααα

Risque de 1 ère

espèce

Proba. = αααα

Risque de 2 ème

espèce

Proba. = ββββ

Décision 
correcte

Proba. = 1- ββββ = Puissance
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Partie 2 – Stratégies d’échantillonnage 
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8. Stratégies d’échantillonnage 

Généralités 

La stratégie (ou le plan) d’échantillonnage définit la façon dont l’échantillon de taille n est généré. 
Plusieurs stratégies d’éch. différentes peuvent être mises en œuvre pour répondre à une question. 
Comment choisir la bonne stratégie ?  

  - Quel plan d’échantillonnage est le mieux adapté à telle ou telle situation ? 

- Comment quantifier la « qualité, fiabilité » de l’estimation obtenue pour un plan d’éch. 
particulier (variance des estimateurs et intervalles de confiance) ? 

- Comment optimiser le plan d’échantillonnage pour répondre aux objectifs de l’étude :            
1) Echantillonner a un coût – comment, pour un même coût, optimiser la stratégie d’éch. pour 
répondre le mieux possible à la question ? ; 2) Quel coût faut il envisager pour une précision 
particulière ? 

 

Les différentes techniques d’échantillonnage abordés dans ce document sont :  

  - L’échantillonnage aléatoire simple (sondage simple) : EAS 

  - L’échantillonnage stratifié : ES 

  - L’échantillonnage en grappe : EG 

 

L’EAS est la stratégie la plus simple. Les objectifs des stratégies alternatives à l’EAS sont :  

- Améliorer la précision d’un échantillonnage par rapport à ce qu’aurait donné un EAS 
comportant le même nombre d’unités (le même effort d’échantillonnage).   

 - Réduire les coûts sans diminuer la précision.  

 

Il existe d’autres plans d’échantillonnage qui ne sont pas abordées dans ce document, notamment : 

 - Echantillonnage systématique 

 - Echantillonnage avec régression linéaire 

 - Echantillonnage avec probabilités inégales 

On pourra se reporter aux ouvrages de Frontier (1983) ou Cochran (1977) dans lesquels ces plans 
sont décrits en détail.  

 

On ne traitera dans ce document que les cas où les variables d’intérêt sont quantitatives. Les 
résultats concernant es variables qualitatives sont présentées dans les ouvrages de Frontier (1983) 
ou de Cochran (1977).   
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Shéma général du processus décisionnel pour le choi x d’un plan 
d’échantillonnage 
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1. Problématique ?

Question (qu’est ce que l’on cherche à estimer ?)

- Avec quelle précision ?

- Population statistique ? Variable ?

Quels moyens (humains, temps) ?

2. Stratégie d’échantillonnage ?

Stratification (Temps, espace …) ?

Plan d’échantillonnage - Effort, taux d’éch.
- Stratégie de répartition effort ?

- Précision des mesures ?
Méthode de traitement

3. Pré-modèle (idéalement)

Tester que la stratégie mise en œuvre répond à la question

4. Réalisation / Traitement / Interprétation

1. Problématique ?

Question (qu’est ce que l’on cherche à estimer ?)

- Avec quelle précision ?

- Population statistique ? Variable ?

Quels moyens (humains, temps) ?

2. Stratégie d’échantillonnage ?

Stratification (Temps, espace …) ?

Plan d’échantillonnage - Effort, taux d’éch.
- Stratégie de répartition effort ?

- Précision des mesures ?
Méthode de traitement

3. Pré-modèle (idéalement)

Tester que la stratégie mise en œuvre répond à la question

4. Réalisation / Traitement / Interprétation

1. Problématique ?

Question (qu’est ce que l’on cherche à estimer ?)

- Avec quelle précision ?

- Population statistique ? Variable ?

Quels moyens (humains, temps) ?

2. Stratégie d’échantillonnage ?

Stratification (Temps, espace …) ?

Plan d’échantillonnage - Effort, taux d’éch.
- Stratégie de répartition effort ?

- Précision des mesures ?
Méthode de traitement

3. Pré-modèle (idéalement)

Tester que la stratégie mise en œuvre répond à la question

4. Réalisation / Traitement / Interprétation
 

 

Fig. 14. Démarche générale pour l’échantillonnage 
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9. Echantillonnage aléatoire simple EAS 

Définition 

L’EAS est une méthode qui consiste à prélever (sans remise) au hasard et de façon indépendante 
n éléments dans une population de taille N. Chaque élément possède la même probabilité d’être 
échantillonné et chacun des échantillons possibles de taille n possède la même probabilité d’être 
constitué.  

 

Exemple 

Sélection aléatoire de placettes dans un espace 

 

Exemple 

Population :  N = 36 pêcheurs 

Échantillon EAS :  f global = ½  ���� n = 18

Pêcheur 1

Pêcheur 2

Pêcheur 36

Population :  N = 36 pêcheurs 

Échantillon EAS :  f global = ½  ���� n = 18

Pêcheur 1

Pêcheur 2

Pêcheur 36

 

Fig. 15.  -  Echantillonnage aléatoire simple des captures de 18 pêcheurs dans une liste de 36 pêcheurs (f = ½). 

Remarque 

Attention à ne pas confondre sélection aléatoire et sélection systématique.  

Origine de la variance des d’estimateurs 

Fraction d’échantillonnage. 
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Calcul des estimateurs (cas d’une variable quantita tive) 

Nota 

Les développements suivants sont valables (valables asymptotiquement en ce qui concerne les I.C.) 
quelque soit la distribution de la variable d’intérêt dans la population mère (pas d’hypothèse de 
normalité requise).  

Notations 

Population     )X,...,X( N1  de taille N 

      Moyenne = µ, variance = σ². Total = Σ 

Echantillon (au sens V.A.)  )X,...,X( n1  

Fraction échantillonnée   
N

n
f =  

Moyenne     ∑
=

=
n

1i
iX

n

1
X  

Variance empirique (non biaisée) ²)XX(
1n

1
²S

n

1i
inb ∑

=

−
−

=  

Estimateurs de la moyenne µµµµ 

Estimateur sans biais de la moyenne 

X  est un estimateur sans biais de la moyenne µ 

µ=)X(E  

Variance de l’estimateur 

 
n

S
fXV nb ²
)1()( ⋅−=   

Remarques 

1.  La variance )(XV  est proportionnelle à la variance de la population. 

2.  (1-f) est un terme de correction pour population finie. La variance de l’estimateur pour une 
population finie est plus petite que celle pour une population infinie. Le terme de correction (1-f) est 
négligeable si la population est très grande par rapport à la taille de l’échantillon.  

3.  La variance )(XV  décroît avec la taille de l’échantillon n. Elle diminue lorsque f augmente et 

tend vers 0 lorsque n tend vers N (on connaît la population exactement). 

4. Inconvénients : nécessite de connaître f ou d’avoir une estimation de f. En l’absence de 
connaissance sur f, on peut négliger le terme de correction (1-f), ce qui revient à sur-estimer la 
variance (approche « précautionneuse »).  
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Intervalle de confiance de la moyenne µµµµ 

Intervalle de confiance (asymptotique) de niveau 1-α pour µ  

[ ])X(V)21(tX;)X(V)21(tX 1n1n ⋅−+⋅−− −=−= αα νν  

où )(t 1n αν −=  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à 1n −=ν  ddl.  

Remarques 

1.  Le calcul de l’intervalle de confiance fait directement appel au Théorème Limite Central. Ce 
théorème montre que quelque soit la distribution de la variable X dans la population, lorsque n est 
grand, l’estimateur de la moyenne est asymptotiquement Normalement distribué.  

2.  Lorsque n grand (typiquement n>30), )(u)(t 1n ααν ≈−= , le quantile d’une loi Normale. Dans la 

pratique, on considère souvent α = 0.05, d’où 96.1)21(u)21(t 1n ≈−≈−−= ααν .  

3.  Si la distribution de X dans la population mère est très dissymétrique et que n n’est pas très 
grand, les conditions du TLC ne sont pas remplies et l’hypothèse de normalité de l’estimateur n’est 
pas vérifiée. Dans ce cas, il faut utiliser d‘autres méthodes pour calculer l’IC. (voir par exemple 
Cochran (1977), p 39). Parfois, il faut atteindre n>100 pour que l’hypothèse de normalité soit 
plausible.  

Estimateurs du total ΣΣΣΣ 

Estimateur sans biais du total 

XNT ⋅=  est un estimateur sans biais du total  Σ 

Σ=⋅= )()( XNETE  

Variance de l’estimateur 

)(²)()( XVNXNVTV ⋅=⋅=  

Intervalle de confiance du total ΣΣΣΣ 

Intervalle de confiance (asymptotique) de niveau 1-α pour Σ  

[ ])X(V²N)21(tXN;)X(V²N)21(tXN 1n1n ⋅⋅−+⋅⋅⋅−−⋅ −=−= αα νν  

où )(t 1n αν −=  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à 1n −=ν  ddl.  

 

Exemple 

Estimation de la population totale de poissons sur une zone de 10 km². 30 traits de chalut sont réalisés. 
Chacun balaye une surface de 20m x 5000m = 100 000 m² = 1/10 de km² soit 1/100 de la surface totale. 30 
traits de chalut réalisés = 3/10 de la surface totale balayée (f = 3/10 ; N = 100). Estimer la population totale à 
partir de l’estimation de la population moyenne par traits de chalut ? 

Données : 1000x =  ; 10000²ˆ
nb =σ  

 =⋅−=
n

²ˆ
)f1()x(V̂ nbσv

233 

 xNˆ ⋅=Σ = 100 000 
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 =⋅= )x(V̂²N)ˆ(V̂ Σ  2 333 333 

Intervalle de confiance de niveau α=5% pour Σ (approximation normale) 

 [ ])ˆ(V̂96.1xN;)ˆ(V̂96.1xN ΣΣ ⋅+⋅⋅−⋅  = [97006 ; 102994] 

Optimisation de la taille d’un échantillon 

Echantillon optimal 

L’échantillon optimal n’est pas forcément celui de taille maximale. Il faut revenir à la question : 
« quel est le niveau de certitude requis dans l’étude ? ». La variance d’estimation a un coût (coût de 
l’incertitude). Mais augmenter la taille de l’échantillon (pour diminuer la variance d’estimation) a 
aussi un coût (coût de l’échantillonnage). Il faut donc réaliser un compromis entre la baisse de la 
variance et l’augmentation du coût.  

On peut montrer que lorsque la taille de l’échantillon augmente, le gain diminue.  

 

Exemple - Fig. 16. 

Dans le cas de l’estimateur de la moyenne, le coefficient de variation exprime une erreur relative (+/- x% de 
l’estimation). C’est donc une bonne mesure de la précision de l’estimation. On montre que le coefficient de 
variation est une fonction décroissante de n :  

n (taille échantillon)

X
CV

n (taille échantillon)

X
CV

 

n

1
)f1(

)X(E

)X(V
CV

X
⋅−⋅==

µ
σ

            

1
²

²
²CVN

N
n

X
+⋅⋅

=

σ
µ  

La formule ci-dessus montre que pour un CV petit, c’est-à-dire un estimateur efficace, il faut une grande taille 
d’échantillon n, et inversement. La formule montre aussi que lorsque la population mère est hétérogène (σ 
grand), n devra être plus grand pour un même CV.  

Remarque 

Le raisonnement et le résultat sont aussi valables pour le total.  
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  Bilan 

Avantages du plan EAS 

•   Plan d’échantillonnage très connu 

•   Simple (relativement) à mettre en œuvre 

•   Sous réserve que les hypothèses soient vérifiées, acceptées :  

- Traitement facile 

- Estimateurs non biaisés 

Inconvénients du plan EAS 

•   L’effectif de la population mère, N, doit être connu (ou bien f=n/N), ce qui n’est pas toujours 
simple. A défaut, il faudra estimer la fraction d’échantillonnage f ou la considérer comme 
négligeable, ce qui reviendra à sur-estimer la variance. (approche « conservatrice »)  

•   Chaque élément de l’échantillon doit être issu d’un tirage aléatoire (i.e. doit avoir la même chance 
d’être capturé que chacun de ses copains). Cela n’est pas toujours vérifié dans la pratique.  

Exemple 

Dans le cas de l’estimation d’une population animale, il existe souvent une sélectivité des captures au regard 
de la variable d’intérêt (pose des problèmes si la variable est la taille car les captures sont souvent sélectives 
sur la taille des individus).  

•   Efficacité relativement faible si les individus sont très hétérogènes au regard de la variable 
d’intérêt. Dans ce cas, des stratégies alternatives (ES ou EG par exemple) sont plus intéressantes.  
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10. Echantillonnage stratifié ES 

Définition 

Echantillonnage stratifié simple du 1 er niveau 

Définition 

L’échantillonnage stratifié du 1er niveau consiste à subdiviser une population hétérogène en sous 
populations ou « strates » plus homogènes, mutuellement exclusives et collectivement 
exhaustives. La population hétérogène de taille N est ainsi divisée en k strates (h=1,…,k) plus 
homogènes d’effectif hN  telles que .N...NN k1 ++=  Un échantillon indépendant est par la 

suite prélevé dans chacune des strates en appliquant un plan d’échantillonnage. La solution la plus 
simple et la plus classique est d’appliquer un EAS dans chaque strate (mais on peut appliquer un 
autre plan).  

Exemple 

N = 36 pêcheurs 

1er niveau

Effort d’échantillonnage proportionnel : f h = ½  ���� nh = fh·Nh

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Définition de 6 Strates (1er niveau) = 6 Sites

Allocation proportionnelle

N = 36 pêcheurs 

1er niveau

Effort d’échantillonnage proportionnel : f h = ½  ���� nh = fh·Nh

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Définition de 6 Strates (1er niveau) = 6 Sites

Allocation proportionnelle

 

Fig. 17.   -   Echantillonnage stratifié du premier niveau dans la population des 36 pêcheurs répartis en 6 ports 
de pêche = 6 strates. Effort d’échantillonnage total = 18 (f = ½). Allocation proportionnelle.  

Origine de la variance 

1.   Dans un ES simple , la variance d’échantillonnage provient uniquement de la variance intra-
strate car chaque strate est échantillonnée partiellement (par EAS).  

2.   Il n’y a pas de variance inter-strate dans l’estimation car toutes les strates sont échantillonnées 
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Echantillonnage stratifié simple du 2 nd niveau 

Dans chaque strate, les éléments sélectionnés au premier niveau deviennent des sous-strates. 
Ces sous-strates sont alors elles mêmes divisées en éléments et un second EAS est alors réalisé 
sur les éléments au sein de chaque sous-strate.   

A noter : l’effort d’échantillonnage peut être différent pour les différents niveaux.  

Exemple 

N = 36 pêcheurs 

1er niveau

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

Effort d’échantillonnage proportionnel : f h = ½  ���� nh = fh·Nh

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Définition de 6 Strates (1er niveau) = 6 Sites

2ème niveau 2 semaines par pêcheur sélectionnées par EAS

4 semaines

N = 36 pêcheurs 

1er niveau

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

Effort d’échantillonnage proportionnel : f h = ½  ���� nh = fh·Nh

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Définition de 6 Strates (1er niveau) = 6 Sites

2ème niveau 2 semaines par pêcheur sélectionnées par EAS

4 semaines
 

Fig. 18.   -   Dans chaque strate (= sites), les pêcheurs sélectionnés au 1er niveau deviennent des sous-strates 
de 2ème niveau qui seront toutes échantillonnées au deuxième niveau mais seulement partiellement par EAS. 
Les captures de chaque pêcheur sont divisées en 4 semaines. Au 2ème niveau, chaque sous-strate (= chaque 
pêcheur) est échantillonnée par EAS avec un effort f=1/2 : 2 semaines de pêche sélectionnées par pêcheur. 
Effort d’échantillonnage total = 18 pêcheurs x 2 semaines = 36 semaines. 

Notations (cas stratifié du 1 er niveau) 

Population 

µ  Moyenne générale de la variable d’intérêt X dans la population 

Σ  Somme totale de la variable d’intérêt X dans la population 

k,...,1h =  Indices des k strates 

i,hX   Variable d’intérêt de l’individu i de la strate h 

k1,...,µµ  Moyenne de la variable d’intérêt dans chaque strate 

²²,..., k1 σσ  Variance de la variable d’intérêt dans chaque strate 
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k1 N,...,N  Effectifs dans chaque strate ( NN
n

1h
h =∑

=

) 

k1 w,...,w  Poids de chaque strate dans la population mère (
N

N
w h

h = ) 

Echantillon 

k1 n,...,n  Taille des échantillons dans chaque strate ( nn
n

1h
h =∑

=

) 

k1 f,...,f  Fractions échantillonnées dans chaque strate (fh=1 � ech. exhaustif dans la strate h) 

h

h
h N

n
f =  

Questions 

1. Comment définir les strates ? 

2. Quel protocole d’échantillonnage choisir par strate ?. Ici, on ne verra que l’EAS du 1er niveau. La 
question d’intérêt est donc comment définir l’allocation d’échantillonnage nh par strate ?  

3. Calcul des estimateurs 

 - On obtient un estimateur de la variable X par strate. Quelle est sa distribution ? 

 - Comment combiner ces estimateurs par strate pour bâtir un estimateur global ? 

Comment définir les strates ? 

L’objectif général poursuivi dans la construction des strates est en rapport avec l’origine de la 
variance dans un échantillonnage stratifié : 1) Limiter la variabilité intra-strate qui sera la seule 
source de variance ; 2) Maximiser la variabilité inter-strates.  

Il s’agit donc de construire des strates homogènes, relativement à la variable d’intérêt X.  

Pour se faire, on peut s’appuyer sur la connaissance de la variable d’intérêt pour construire les 
strates. Mais la répartition de cette variable est rarement connue ! 

Cas de l’absence totale d’information sur la variab le d’intérêt 

Dans ce cas, on peut réaliser un échantillonnage « test » préalable, par exemple un EAS, pour 
explorer comment se distribue la variable X dans la population. On s’appuie sur les résultats pour 
définir les frontières des strates.  

Exemple 

Distribution bimodale des tailles de poissons dans le cas d’un mélange de 2 cohortes. Un premier EAS 
permettra de mettre en évidence l’existence de ces 2 cohortes et d’adapter la stratégie d’échantillonnage. 

Utiliser les connaissance préalables sur la variabl e d’intérêt 

Si l’on dispose de connaissances préalables sur la variable X (par exemple des études antérieures), 
on peut s’appuyer dessus pour définir des strates « a priori » (l’échantillonnage « test » est destiné à 
acquérir cette connaissance préalable).  

Exemple 
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On a de l’information sur la taille des cohortes grâce aux études des années précédentes. Mais si l’abondance 
relative des cohortes change l’année t ? 

Utiliser une autre variable Z 

Si l’on dispose des mesures d’une autre variable Z fortement corrélée à X, dont on connaît la 
distribution dans la population, on peut s’appuyer dessus pour définir les frontières des strates. La 
variable auxiliaire Z peut être quantitative ou qualitative.  

Exemple 

Taille, puissance des navires (quantitative) ou types de navires (ligneurs, fileyeurs…= qualitative) différents en 
fonction des ports d’attache. Si ces variables sont corrélées aux captures, on s’appuiera dessus pour définir 
des strates.   

Nombre de strates 

L’idée générale est donc de définir des strates homogènes. Généralement, la précision de l’ES 
augmente lorsque le nombre de strates augmente. Mais le gain de précision devient marginal au 
delà d’une certaine limite.  

De plus, le nombre de strates est généralement lié à la taille de l’échantillon. A taille d’échantillon n 
égale, augmenter le nombre de strates revient à diminuer l’effort d’échantillonnage par strate. Le 
meilleur compromis doit donc être trouvé. Cet aspect est traité dans le point suivant (recherche de 
l’allocation optimale par strate).  

  Bilan - Définition des strates 

•   Il n’est intéressant de définir des strates que si elles sont fortement hétérogènes entres elles. 

•   L’ES est d’autant plus intéressant que :  

- La variance inter-strates est grande (pas de var. inter-strates dans la variance  d’estimation) ; 

   - La variance intra-strate est réduite (seule source de variance d’estimation).   

•   L’ES peut aussi s’imposer lorsqu’il est important de sur-représenter certaines catégories 
d’individus qui présentent un caractère particulier et intéressant pour l’étude (une des strates pourra 
alors être sur-échantillonnée par rapport aux autres).  

Quelle stratégie d’échantillonnage au sein d’une st rate ? 

On a une grande liberté de choix de la stratégie d’échantillonnage au sein de chaque strate.  

On ne verra ici que la stratégie EAS dans chaque strate, car celle-ci se révèle judicieuse dans de 
très nombreux cas (simple à mettre en œuvre et efficace).  

A effort total fixé, la question revient donc à définir l’allocation d’échantillonnage par strate.  

Effectif des échantillons par strate (dans le cas E AS dans chaque strate) 

Problème 

Pour n fixé (taille totale de l’échantillon) et k fixé (nombre de strates), comment définir les tailles 
optimales des échantillons par strate, nh ? Il existe essentiellement 3 méthodes d’allocation :  

1) l’allocation fixe ;  
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2) l’allocation proportionnelle ;  

3) l’allocation optimale (Voir Frontier (1983) ou Cochran (1977) pour d’autres méthodes d’allocation).  

Allocation fixe 

k

n
nh =  

Intérêt 

Peu performant, sauf si toutes les strates sont très homogènes entres elles, en terme de taille et 
surtout en terme de distribution de la variable X (ce qui est rarement le cas surtout si on cherche à 
construire des strates hétérogènes !). 

Allocation proportionnelle à la taille de la strate  

{
hstratepoids

h
h

h wn
N

N
nn ⋅=⋅=  

Intérêt 

Simple à mettre en œuvre. Donne toujours une précision supérieure ou égale à celle d’un EAS.  

Attention 

Nécessite de connaître le poids des strates. Donne des estimateurs biaisés si ces poids sont mal 
définis (tout comme une moyenne pondérée avec e mauvais poids).  

Allocation optimale 

Objectif 

L’objectif est de maximiser la précision pour un coût donné ou de minimiser le coût de 
l’échantillonnage pour une précision donnée. L’allocation de la strate h, nh, sera d’autant plus 
grande que   - la taille (le poids wh) de la strate h est grande  

    - la variance au sein de la strate h est grande (σh²) 

Exemple de l’allocation de Neyman 

Adaptée lorsque chaque élément, quelque soit sa strate, a le même coût d’échantillonnage.  

∑
=

⋅

⋅
⋅=

h

1h
hh

hh
h

w

w
nn

σ

σ
      (dans la pratique,

∑
=

⋅

⋅⋅= h

h
hh

hh
h

w

w
nn

1

ˆ

ˆ

σ

σ
) 

Cette allocation fournit une précision ≥ aux deux autres (allocation fixe et allocation proportionnelle).  
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Calcul des estimateurs (cas ES simple 1 er niveau avec EAS) 

Nota 

Les développements suivants sont valables (valables asymptotiquement en ce qui concerne les IC.) 
quelque soit la distribution de la variable d’intérêt dans la population mère (pas d’hypothèse de 
normalité requise). 

Idée générale 

Un ES conduit à un estimateur par strate. Quels sont leurs caractéristiques et comment les 
combiner pour obtenir l’estimateur au niveau global ? 

On ne  traitera ici que le cas où la variable d’intérêt est quantitative et ou un EAS est réalisé dans 
chaque strate. Le lecteur pourra consulter Cochran (1977) ou Frontier (1983) pour le calcul 
d’estimateurs dans d’autres cas que l’ES simple et dans le cas de variable qualitative. 

Estimateur de la moyenne et de la variance dans cha que strate 

Dans chaque strate, on réalise un EAS. On retrouve donc, au niveau de chaque strate, toutes les 
propriétés des estimateurs d’un EAS.  

Estimateur non biaisé de la moyenne µh de chaque strate 

∑
=

⋅=
hn

1i
i,h

h
h X

n

1
X

  

Variance de l’estimateur de la moyenne 

43421
321

stratera

hnb
hfiniepop

hh S
n

fXV

−

⋅⋅−=

intvar

21
)1()(

 

où ∑
=

−⋅
−

=
hn

1i
hi,h

h
h

2
nb )²XX(

1n

1
S  est l’estimateur non biaisé de la var. dans chaque strate h. 

Estimateur de la moyenne générale µµµµ 

Un estimateur sans biais de la moyenne générale µ est X  

∑
=

⋅=
k

1h
hh XwX  

X  est la moyenne pondérée des moyennes au sein de chaque strate, avec comme coefficient de 
pondération le poids de chaque strate wh (dont la somme vaut 1).  

On remarque facilement que µµ =⋅=⋅= ∑∑
==

k

1h
hh

k

1h
hh w)X(Ew)X(E  

Variance de l’estimateur X  
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∑
=

−

⋅⋅−⋅=
k

h

stratera

hnb
hfiniepop

hh S
n

fwXV
1

intvar

21
)1(²)(

43421
321

 

Preuve 

La variance est la somme pondérée des variances intra-strate ! Grâce à l’hypothèse d’indépendance 
des échantillonnages au sein de chaque strate,  

∑∑
==

⋅=⋅=
k

1h
hh

k

1h
hh )X(V²w)Xw(V)X(V  

Remarque 

L’estimateur de la variance ne comprend que de la variance intra-strate.  

Estimateur du total général ΣΣΣΣ 

Estimateur sans biais du total Σ  

h

k

h
h XNXNT ⋅=⋅= ∑

=1

 

Variance de l’estimateur du total 

∑
=

⋅=⋅=
k

h
hh XVNXVNTV

1

)(²)(²)(  

Intervalle de confiance de niveau 1- αααα 

Moyenne générale µµµµ 

[ ])X(V)21(tX;)X(V)21(tX ⋅−+⋅−− αα νν  

où )(t αν  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à ν ddl. Le calcul du ddl est compliqué. 

Frontier (1983) donne une bonne approximation de ν :  

∑

∑

=

=

−
⋅

⋅
≈

k

1h h

4
hh

k

1h
hh

1n

²g

²)²g(

σ

σ
ν     où  

h

hhh
h n

)nN(N
g

−⋅
=  

Mais dans la pratique, on considère que ν est assez grand pour que l’approximation Normale soit 
valide. On remplace le quantile )2/1(t αν −  par le quantile d’une loi normale.  

Total général Σ 

[ ])X(V²N)21(tXN;)X(V²N)21(tXN ⋅⋅−+⋅⋅⋅−−⋅ αα νν  
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où 
)(t αν  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à ν ddl qui se calcule de la même façon 

que pour l’I.C. de la moyenne.  

Dans la pratique, étant donnée la difficulté du calcul du nombre de degré de liberté, on remplace le 

quantile 
)2/1(t αν −

 par le quantile d’une loi normale.  

Remarque générale 

Dans la pratique, on connaît rarement le poids de chaque strate wh dans la population. On ne 
dispose souvent que d’une estimation que l’on substitue dans les expressions.  
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  Bilan 

Avantages du plan ES 

•   L’ES est d’autant plus intéressant que :  

- La variance inter-strates est grande (pas de var. inter-strates dans la variance  d’estimation) ; 

   - La variance intra-strate est réduite (seule source de variance d’estimation).   

•   A condition que les strates soient bien définies, en rapport avec la variable d’intérêt dans la 
population (allocation proportionnelle ou optimale), l’ES fournit des estimateurs sans biais et procure 
un gain de précision important par rapport à l’EAS. 

•   Le gain (par rapport à l’EAS) est d’autant plus important que i) l’hétérogénéité inter-strate est 
grande ; ii) et que l’homogénéité intra-strate est grande. 

•   Les erreurs de classement des individus dans les strates (définition non optimale des strates) 
n’entraînent pas de biais à condition que les poids des strates restent définis correctement. 

Inconvénients du plan ES 

•   Une erreur d’appréciation du poids des strates ωh peut entraîner un biais important dans les 
estimateurs de la moyenne µ et du total Σ.  
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11. Echantillonnage en grappes (« cluster sampling  ») (EG) 

Définition 

Définition générale 

L’échantillonnage par grappes (ou par degrés) s‘applique dans les cas où la population mère est 
constituée par un système d’unités hiérarchisées. La population est constituée de N éléments 
(i=1,…,N) constituants les unités primaires, ou grappes. Chacun de ces éléments i est lui même 
constitué de Mi éléments, constituant les unités secondaires … 

A chaque niveau, un EAS peut être effectué.  

 

Population

…
1er degré

N éléments 
primaires ou 
grappes

1 …i N

2eme degré

M i éléments secondaires 
dans la grappe i

……i,1 i,M i

……

i,j

3eme degré

K i,j éléments tertiaires 
dans l’élément 
secondaire (i,j) …

Population

…
1er degré

N éléments 
primaires ou 
grappes

1 …i N

2eme degré

M i éléments secondaires 
dans la grappe i

……i,1 i,M i

……

i,j

3eme degré

K i,j éléments tertiaires 
dans l’élément 
secondaire (i,j) …

 

Fig. 19.    -   Principe de l’échantillonnage par grappes  

 

Exemple 

Espace divisé en « placettes » échantillonnées plus ou moins intégralement. Toutes les placettes ne peuvent 
pas être échantillonnées. On sélectionne un certain nombre de placettes qui sont éventuellement 
échantillonnées intégralement.   
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Echantillonnage aléatoire simple du premier degré ( EG simple 1 er degré) 

Nota 

C’est le cas le plus simple, le plus répandu. C’est le seul cas pour lequel on verra l’expression des 
estimateurs.  

Définition 

La population est constituée de N grappes. Un EAS est effectué pour sélectionner un échantillon 
de n grappes. Les grappes sélectionnées sont échantillonnées exhaustivement.  

Ce cas s’impose lorsqu’il est possible et aisé d’échantillonner exhaustivement les grappes 
sélectionnées (par exemple, sélection des sites et échantillonnage exhaustif de chaque site).  

 

Exemple 

N = 36 pêcheurs 

Définition de 6 Grappes (1er niveau) = 6 Sites

Effort d’éch. global = ½ (3 grappes par EAS tq 18 pê cheurs éch.)

1er degré

M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

N = 36 pêcheurs 

Définition de 6 Grappes (1er niveau) = 6 Sites

Effort d’éch. global = ½ (3 grappes par EAS tq 18 pê cheurs éch.)

1er degré

M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

 

Fig. 20.   -   Echantillonnage en grappes du premier degré dans la population des 36 pêcheurs répartis en 6 
ports de pêches = 6 grappes. Sélection par EAS de 3 grappes = 3 sites tels que l’effort d’échantillonnage total 
soit f = ½ (18 pêcheur sélectionnés).  

Origine de la variance d’estimation 

1. La variance d’estimation est constituée par la variance inter-grappes, car on n’échantillonne 
qu’une fraction des grappes (f = n/N) par EAS.  

2. Pas de variance intra-grappe dans la variance d’estimation car l’échantillonnage au sein des 
grappes est exhaustif.  

 

Exemple 
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M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Échantillonnage par Grappes 1er degré (avec EAS)

Échantillonnage par Strates 1er degré (avec EAS)

Variance intra-strate

Pas de variance inter-strates

Pas de variance intra-strate

Variance inter-strates

M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

N1=8 N2=6 N3=4 N4=6 N5=8 N6=4

n1=4 n2=3 n3=2 n4=3 n5=4 n6=2

Échantillonnage par Grappes 1er degré (avec EAS)

Échantillonnage par Strates 1er degré (avec EAS)

Variance intra-strate

Pas de variance inter-strates

Pas de variance intra-strate

Variance inter-strates

 

Fig. 21.   -   Comparaison échantillonnage stratifié du premier niveau avec un échantillonnage en grappes du 
premier degré. (Dans un ES du premier niveau, on a sélectionné toutes les « grappes », que l’on a appelé 
« strates », mais un échantillonnage partiel (typiquement EAS) a été réalisé dans chaque « strate ».  Les deux 
stratégies sont caractérisées par le même taux d’échantillonnage = ½ (18 sur 36).  

Echantillonnage en grappes du 2 ème degré (et plus) 

Quand il n’est pas possible de réaliser un échantillonnage exhaustif des grappes sélectionnées au 
1er degré, on réalise un échantillonnage du 2ème degré qui consiste à échantillonner par EAS les 
unités secondaires au sein des grappes primaires sélectionnées.  

 

Exemple 
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N = 36 pêcheurs 

Définition de 6 Grappes (1er niveau) = 6 Sites

Effort d’éch. global = ½ (3 grappes par EAS tq 18 pê cheurs éch.)

1er degré

2ème degré Dans chaque grappe, la moitié des pêcheurs sont éch antillonnées

M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

N = 36 pêcheurs 

Définition de 6 Grappes (1er niveau) = 6 Sites

Effort d’éch. global = ½ (3 grappes par EAS tq 18 pê cheurs éch.)

1er degré

2ème degré Dans chaque grappe, la moitié des pêcheurs sont éch antillonnées

M1=8 M2=6 M3=4 M4=6 M5=8 M6=4

 

Fig. 22.   -   Dans chaque grappe du premier degré (chaque site sélectionné), un EAS f=1/2 est réalisé pour 
sélectionner certains pêcheurs dont les 4 semaines sont échantillonnées exhaustivement. Effort 
d’échantillonnage total = 18 pêcheurs x 2 semaines  = 36 semaines.   

Comment définir les grappes (cas EG simple du 1 er degré) ? 

Cochran (1977) recommande de choisir les grappes en se fondant sur les critères suivants :  

- Si possible choisir des grappes de taille égale 

- Maximiser la variance intra-grappe (car échantillonner exhaustivement des grappes 
homogènes serait une perte de temps) 

- Minimiser la variance inter-grappes (la seule source d’incertitude) 

- Les grappes doivent être faciles à définir dans la pratique (doivent correspondre à une 
réalité de terrain) 

Pour un effort total d’échantillonnage fixé, il existe (Frontier 1983) des formules permettant 
d’optimiser  

- La taille des grappes 

- Le nombre de grappes échantillonnées 

Calcul des estimateurs (cas EG simple 1 er degré) 

Nota 

Les développements suivants sont valables (valables asymptotiquement en ce qui concerne les I.C.) 
quelque soit la distribution de la variable d’intérêt dans la population mère (pas d’hypothèse de 
normalité requise). 
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Idée générale 

Estimer la moyenne générale à partir de la moyenne de chaque grappe et quantifier la variance 
inter-grappes.  

On se limite à l’échantillonnage par grappes simple (EAS) du 1er degré dans le cas d’une variable 
quantitative. Cochran (1977) et Frontier (1983) donnent les résultats dans le cas d’échantillonnage 
de degré > 2 et dans le cas de variables qualitatives.  

Notations (EG simple 1 er degré) 

Population 

N    Nombre de grappes dans la population 

Mi   Taille de la grappe i = nombre d’éléments dans la grappe i 

µi   Moyenne de la variable X sur la grappe i 

µe Moyenne générale de la variable X dans tous les éléments sur toute la 
population 

Σ   Somme de la variable d’intérêt X sur tous les éléments de la population.  

Σ i   Somme de la variable d’intérêt X sur tous les éléments de la grappe i. 

Echantillon de grappes 

n,...,1i =   Grappes sélectionnées par EAS 

N

n
f =   Fraction des grappes échantillonnées 

Grappes  Variables mesurées 

n

i

1

M

M

   

n

1

M,n1,n

M,11,1

X,X

X,X

L

M

M

L

 

Moyenne au sein de chaque grappe i 

La moyenne au sein de chaque grappe i=1,…,n sélectionnée est estimée sans erreur car 
l’échantillonnage est exhaustif 

∑
=

⋅==
iM

1j
j,i

i
ii X

M

1
X µ  

0)X(V i =  

Estimateur de la moyenne des éléments µµµµe 

Estimateur sans biais de µe  

i

n

1i

i
e X

M

M

n

1
X ⋅⋅= ∑

=

  avec      ∑
=

⋅=
N

1i
iM

N

1
M  
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Variance de l’estimateur eX  

44444 344444 21
321

grappeser

n

i
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i

finiepop

e XX
M

M

nn
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−

=
∑ 







 −⋅⋅
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⋅⋅−=

intvar

1

2

)1(
11

)1()(  

Remarques 

1.  eX  est la moyenne des moyennes de chaque grappe échantillonnées, pondérée par un poids 

qui correspond à l’importance relative de la grappe i par rapport à la moyenne M .  

2.  )X(V e  s’exprime comme une variance inter-grappes (pas de terme de variance intra-

grappe).  On retrouve bien l’idée d’une somme des carrés des écarts à la moyenne des 

 i
i

M

M µ⋅ . 

3.  M  est souvent inconnue, et estimé par sa valeur sur les grappes sélectionnées  

∑
=

⋅=
n

1i
iM

n

1
M
)

 

Estimateur de la somme totale ΣΣΣΣ 

Estimateur sans biais 

{ 321
grappestotalEst

e
grappesnb

XMNT
.

.

⋅⋅=  

Variance de l’estimateur T 
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Preuve :  ∑
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Remarque 

Dans la pratique, on estime M  par sa valeur calculée sur les grappes sélectionnées 

( ∑
=

⋅=
n

1i
iM

n

1
M
)

).  

Cas particulier des grappes de tailles égales 

MMM i ==   pour tout i 

Estimateur sans biais de µe  

∑
=

⋅=
n

1i
ie X

n

1
X  
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∑
=

−⋅
−

⋅⋅−=
n

1i

2
eie )XX(

)1n(

1

n

1
)f1()X(V  

Estimateur sans biais de la somme totale Σ 

eXMNT ⋅⋅=  

)X(V²M²N)T(V e⋅⋅=  

Intervalles de confiance (asymptotiques) de niveau 1-αααα (grappes de taille égale et non 
égale) 

Moyenne des éléments µe 

[ ])X(V)21(tX;)X(V)21(tX eeee ⋅−+⋅−− αα νν  

où )(t αν  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à ν ddl. Dans la pratique,  on considère 

que ν est assez grand pour que l’approximation Normale soit valide, On remplace le quantile 
)2/1(t αν −  par le quantile de la loi normale.  

Total Σ 

[ ])T(V)21(tT;)T(V)21(tT ⋅−+⋅⋅−− αα νν  

où  )(t αν  est le quantile de niveau α d’une loi de Student à ν ddl remplacé dans la pratique par le 

quantile de la loi normale.  

Exemple 

Voir exemple fichier MSExcel 
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  Bilan 

Conditions d’application 

L’échantillonnage en grappes est intéressant  

-  Lorsque il est plus facile, pour des raisons pratiques, de faire des mesures une fois que les unités 
primaires (les grappes) ont été sélectionnées.  

-  Lorsque les objectifs de l’étude visent à estimer une variable à différents niveau de hiérarchie 
(élément, grappe …).  

Avantage / Inconvénients 

L’EG est efficace lorsque la source principale de variance est l’hétérogénéité intra-grappe.  

Lorsque l’hétérogénéité intra-grappe est faible par rapport à l’hétérogénéité inter-grappes 

- l’EG est moins efficace qu’un EAS ou qu’un échantillonnage stratifié.  

- Pour augmenter la précision du sondage : il est nécessaire d’augmenter le nombre de 
grappes, quitte à ne réaliser qu’un échantillonnage partiel dans chaque grappe. 
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 Bilan général 
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  Bilan général – A retenir 

1.  Ne pas confondre Estimation / Estimateur 

Estimation = valeur prise par un estimateur pour un échantillon particulier. 

Estimateur = une variable aléatoire (exemple de la moyenne) dont la distribution (la distribution 
d’échantillonnage) dépend de la distribution des variables dans la population et de la fonction 
utilisée.  

Donner une estimation ne suffit pas, il faut aussi donner une mesure de l’incertitude. Pour cela, il est 
nécessaire d’étudier la loi de distribution de l’estimateur = la distribution d’échantillonnage. 

2.  Ne pas confondre la variance dans l’échantillon  avec la variance 
d’estimation qui est la variance de la distribution  
d’échantillonnage 

3.  Echantillon « optimum » 

L’échantillon optimum n’est pas forcément l’échantillon le plus grand. Cela dépend du niveau 
d’incertitude acceptable pour l’estimation ET du coût d’échantillonnage. 

4.  Echantillonnage Aléatoire Simple : le plus util isé 

5.  Echantillonnage par strates / par grappes 

Le choix de l’une ou l’autre des stratégies doit prendre en compte les considérations pratiques. 

Echantillonnage par strates 

 Toutes les strates sont échantillonnées partiellement. 

 Intéressant lorsque la variabilité inter-strates est grande par rapport à la variabilité intra-strate. 

Echantillonnage par grappes 

 Seulement quelques grappes sont sélectionnées et sont échantillonnées exhaustivement. 

 Intéressant lorsque la variabilité inter-strates est faible par rapport à la variabilité intra-strate 

6.  Il existe de très bons bouquins !  
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Remarque 

L’essentiel des résultats présentés dans l’ouvrage de Frontier sont tirés du livre de Cochran (1977).  
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12. Estimateur sans biais de la variance 

Montrer que ∑
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13. Tables des quantiles Loi Normale 

 

 

Loi Normale centrée réduite N(0,1) 
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14. Tables des quantiles Loi de Student 

 

 

Loi de Student à n degrés de liberté 
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15. Tables des quantiles Loi du Chi² 

 

 

Loi du Chi²  à n degrés de liberté 
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16. Tables des quantiles Loi de Fisher 

 

 

Loi de >Fisher à ( n1,n2) degrés de liberté 

 

 

 

 

 

 


